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1 Zielsetzung

In diesem Versuch soll mithilfe einer Briickenschaltung die Suszeptibilitdt paramagneti-
scher Stoffe, in diesem Fall Ionen Seltener Erden, bestimmt werden.

2 Theorie

Im folgenden Abschnitt sollen die theoretischen Grundlagen der Bestimmung der Suszep-
tibilitdt aus atomaren Grofen sowie der experimentellen Messung aufgefiihrt werden.

2.1 Die paramagnetische Suszeptibilitat

Die Suszeptibilitat x ist ein Faktor, der temperaturabhéingig ist und Einfluss auf die
magnetische Flussdichte B in Materie hat.

B=p,H+M

Die Grofle M stellt die Magnetisierung dar, um die sich das Magnetfeld in Materie im
Vergleich zum Vakuum unterscheidet. Es gilt

M = poxH. (1)

Im Gegensatz zum Diamagnetismus, welcher eine allgemeine Eigenschaft von Materie
ist und auf Induktion magnetischer Momente griindet, ist der Paramagnetismus nur bei
Atomen, Ionen oder Molekiilen zu finden, die einen nicht-verschwindenen Drehimpuls
besitzen, da sich die magnetischen Momente relativ zum dufleren Magnetfeld orientie-
ren. Beim Diamagnetismus verschwindet der Drehimpuls durch die entgegengesetzte
Orientierung der magnetischen Momente im dufleren und induzierten Magnetfeld. Der
Paramagnetismus ist zudem temperaturabhéngig, da sich die magnetischen Momente,
welche eine Auswirkung auf den Drehimpuls haben, durch die thermische Bewegung der
Materie umorientieren.
Der Gesamtdrehimpuls J eines Atoms setzt sich aus dem Bahndrehimpuls der Elektro-
nenhiille, dem Eigendrehimpuls, also dem Spin der Elektronen und dem Kerndrehimpuls,
welcher hier allerdings vernachléssigt werden kann, zusammen.
Es gilt die ,,LS-Kopplung*

J=L+ S,

mit dem Gesamtbahndrehimpuls L, der durch

L=)1

definiert ist, und dem Gesamtspin S, der durch

.S’:Zsi



definiert ist. Die zugehdrigen magnetischen Momente sind

Uy
=——L
M1, 7
Uy
= — —S
Hs gs 5

mit dem Bohr’schen Magneton up = %e—oh. Der Faktor gg stellt das gyromagnetische
Mo

Verhaltnis des freien Elektrons dar. Die zugehorigen Betrage der Impulse sind durch

IL| = \/L(L+1)-h
S| = \/S(S+1)- &
T =/J(T+1) 4

gegeben, mit der Bahndrehimpulsquantenzahl L, der Spinquantenzahl S und der Gesamt-
bahndrehimpulsquantenzahl J.
Die Betrage der magnetischen Momente sind durch

| = ppy/L(L+1)
s| = ppy/S(S+1)
gegeben.

Fiir die LS-Kopplung gilt, dass nur die parallele, beziehungsweise die antiparalle Kompo-
nente py zu J messbar ist. Mit der Winkelbeziehung

Iyl = |pglcos(a) + [py,|cos(B)

lasst sich der Landé-Faktor des Atoms herleiten. Er wird durch

B3I+ 1)+ (S(S+ 1)~ LL +1)
9= 2J(J + 1)

beschrieben mit der Vereinfachung gq = 2.
Der Landé-Faktor kann mithilfe der Hund’schen Regeln berechnet werden:

1. Der Gesamtspin S wird aus den einzelnen Spins s; zusammengesetzt, die nach dem
Pauli-Prinzip moglich sind.

2. Der Gesamtdrehimpuls L wird aus den einzelnen Bahndrehimpulsen I, zusammen-
gesetzt, die nach dem Pauli-Prinzip moglich sind.

3. Der Gesamtdrehimpuls J wird durch J = L — S beschrieben, wenn eine Schale
weniger als zur Hélfte gefiillt ist, und durch J = L + S, wenn eine Schale mehr als
zur Halfte gefillt ist.



Fiir die hier zu untersuchenden Ionen Seltener Erden wurde beobachtet, dass sie besonders
stark paramagnetisch sind, da die Atombhiillen grofie Drehimpulse — gerade in den inneren
Schalen — besitzen. Der Grund dafiir sind die Elektronen in der nicht ganz gefiillten
4f-Schale. Elemente mit dieser Eigenschaft sind im Periodensystem erst ab der dritten
Hauptgruppe (z=58) zu finden. Die vorherigen Schalen sind vollstédndig gefiillt, sodass es
dort zu einem verschwindenen Drehimpuls kommt.

Zusatzlich ist die Richtungsquantelung fiir die Berechnung der Suszeptibilitéit relevant.
Sie bestimmt, dass nur Winkel, bei denen die Komponente j; ein Vielfaches von ppg;
ist, also ’
Ky, = HBYy =M
zwischen der Richtung des d&ufleren Magnetfeldes und der Ausrichtung von p; moglich sind.
Die Zahl m ist dabei die Orientierungsquantenzahl. Sie ist ganzzahlig und bewirkt, dass
es nur 2J + 1 Einstellmoglichkeiten der Ausrichtung zwischen duflerem Magnetfeld und
magnetischen Moment gibt. Die zu den 2J + 1 Einstellmoglichkeiten gehorige potentielle
Energie ist durch
By =—py-B=p; B=ppgy-mB

gegeben und beschreibt die Energie beim Paramagnetismus.
Fiir die magnetische Suszeptibilitat ergibt sich nach Einsetzen und Umformen der
chung 1
 popp®gy*NJI(J +1) (3)
B 3kT
mit der Boltzmann-Konstante £ und der Temperatur 7. Fiir hinreichend hohe Tempera-
turen gilt nach dem Curie’schen Gesetz des Paramagnetismus

o(l
X T

2.2 Experimentelle Bestimmung der paramagnetischen Suszeptibilitat

Aus in [Unterabschnitt 2.3| erlauterten Griinden wird fiir die Messung der Suszeptibilitét
eine Briickenschaltung verwendet.

Mithilfe dieser Briickenschaltung sollen die Induktivititen zweier etwa gleich langer
Spulen gemessen werden, wobei eine der Spulen eine Probe von Seltener Erde enthélt.
Fiir die Induktivitdt der Spule in Materie gilt
2 2
n‘F n°Q
Ly = pgo ] + Xk 7
wobei n die Windungszahl, [ die Lange, F'der Querschnitt der Spule und ) der Querschmtt

der Probe ist. Fiir den Unterschied der Induktivitdten in Vakuum L = Mo_ und in
Materie ergibt sich

2
AL = uonnT-
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Abbildung 1: Schaltplan der verwendeten Briickenschaltung. |1]

Das Grundprinzip der Messung mit einer Briickenschaltung besteht darin, die Briicke
ohne eine Probe abzugleichen und die Briickenspannung und den zu variierenden Wider-
stand zu messen, dann eine Probe einzufiigen und die Briicke erneut abzugleichen. Die
Suszeptibilitit kann aus den Anderungen der Spannung oder des Widerstands berechnet
werden.

Fiir die Widerstiande, die in |Abbildung 1| gezeigt sind, gilt

7"1 - RM + Z.CULNI

11,1
ry Rp R+4iwwlL
r3 = R
7"4 == R4.

Die Widerstdande R und R, sind Verlustwiderstéinde der Spulen. Zudem ist Ry ~ R,.
Fiir die Briickenspannung in einer Briickenschaltung mit eingefiigter Probe gilt

4Ty — T3l
S
(ry 4+ 7o) (rg+1y) 7P

UBr =

und nach Einsetzen der Widerstdnde und Induktivitdten aus den obigen Gleichungen
ergibt sich fiir den Betrag der Briickenspannung

whyXn*Q 1

’UBr| =
41 \/R2—|—w2(uon72F)2

|USp|




und damit wiederum die Suszeptibilitat y

2

U
V| \/R2 +w2(u0nTF)2 . (4)

a |USp‘ w,uon2Q

Fiir die Briickenschaltung ohne eingefiigte Probe gilt die Abgleichbedingung

Nachdem die Probe eingefiigt wurde, andert sich der Widerstand R5 zu Ré =R;+AR.
Fiir die Anderung ergibt sich nach Einsetzen der Gleichungen fiir die Widersténde in die
Abgleichbedingung
Ry(Ly — L)

L+Ly

Nach Einsetzen von L und L,; kann die Suszeptibilitdt y durch

AR =

PR G @)

berechnet werden.

2.3 Unterdriickung von Storspannungen

Eine Schwierigkeit bei der Messung der Briickenspannung besteht darin, dass an den
Ausgangsklemmen der Schaltung Stérspannungen entstehen, welche einen breiten Fre-
quenzbereich abdecken. Um die monofrequente Briickenspannung zu messen, kann daher
ein Bandpassfilter verwendet werden, welcher nur fiir einen schmalen Frequenzbereich
durchlassig ist. Mithilfe eines Selektivverstiarkers, welcher eine Filterkurve in Gestalt
einer Glockenfunktion besitzt, wird derselbe Effekt erzielt.

Abbildung 2| stellt das Verhéltnis der Ausgangspannung U, zur Eingangsspannung Uy in
Abhéngigkeit der Frequenz v dar.

Die Gite () kann (&dhnlich wie die Breite der Kurve) als ein Maf fiir die Wirksamkeit
gesehen werden. Sie wird mithilfe der Gleichung

)

Q= (6)

I/+—l/7

berechnet. Die Frequenz v, stellt die Durchlassfrequenz dar und v, und v_ die Frequenzen,

bei denen % unter einen Wert von — fallt.

\/_
Aufgrund der endlichen Giite kénnen Stérspannungen in einem gewissen Frequenzbereich

um v, weiterhin durch den Filter gelangen.



Frequenz v

Abbildung 2: Filterkurve eines Selektivverstéarkers. [1



3 Durchfiihrung

In diesem Abschnitt sollen das Vorgehen zur Bestimmung der Filterkurve sowie die
Durchfithrung der Messung der paramagnetischen Suszeptibilitdt von Proben Seltener
Erde erlautert werden.

3.1 Die Filterkurve des Selektivverstarkers

Zur Bestimmung der Filterkurve wird die Ausgansspannung U, in Abhéngigkeit der
Frequenz gemessen. Dazu wird eine konstante Eingangsspannung Uy, von etwa 100 mV 4 an
den Selektivverstirker angelegt, welcher mit dem Spannungsmessgerit fiir U, verbunden
ist. Anschlieflend wird ein Frequenzbereich von 20 kHz bis 40 kHz durchlaufen und das
Maximum von U, bestimmt. Die Frequenz, bei der U, maximal wird, ist 1.

3.2 Messung der Proben

Der Aufbau der Apparatur zur Messung der Suszeptibilitdten wird in |[Abbildung 3| darge-
stellt.

i

O H ™" <<\ H<<[H

Selektiv- Verstar-
verstarker ker, 10x

Sinusgene- Briickenschal- Verstar-
rator tung mit Probe ker, 10x

AC-Milli-
voltmeter

Abbildung 3: Blockschaltbild der verwendeten Messapparatur (mit im Text beschrie-
benen Anderungen). [1]

Die Eingangsspannung Uy wird von einem Sinusgenerator mit einer Frequenz von 35kHz
erzeugt, welche entsprechend als Durchlassfrequenz des Selektivverstirkers eingestellt

wird. Der Sinusgenerator wird an die in [Abbildung 1| gezeigte Briickenschaltung an-
geschlossen, welche mit dem Selektivverstiarker verbunden ist. Die in |[Abbildung 3| zu



sehenden Verstérker vor und hinter dem Selektivverstirker werden hier nicht verwendet.
Die Briickenspannung wird allerdings am Selektivverstérker 10-fach verstarkt. Der Se-
lektivverstarker ist wiederum mit einem Spannungsmessgerit verbunden, welches {ibder
diesen die Briickenspannung Up, misst.

Zu Beginn wird die Gesamtverstdrkung gemessen, indem die maximale Briickenspannung
mit und ohne Verstarkung gemessen wird.

Bei der Ausmessung der Proben wird nun so vorgegangen, dass zu Anfang die Briicke
ohne eingefiigte Probe abgeglichen wird. Dazu wird der variable Widerstand R4/ R, so
eingestellt, dass Up, minimal wird. Es werden Uy, und R4/R, notiert. Anschlielend wird
die erste Probe, in diesem Fall 2**Dy, vorsichtig in eine der zylinderformigen Spulen in
der Briickenschaltung eingefiigt. Die Briicke wird erneut abgeglichen und es werden Usp,
und R3/R, notiert. Mithilfe der Differenzen zwischen den Spannungen und Widerstdnden
mit und ohne Probe kann aus den Gleichungen und nun die paramagnetische
Suszeptibilitiat der 2**Dy-Probe berechnet werden. Die gesamte Messung fiir 2**Dy wird
dreimal ausgefiihrt.

Fiir die zweite Probe 2°®Nd wird analog verfahren; auch diese Messung wird dreimal
wiederholt.

Anschlielend wird die Lange [ der beiden Proben jeweils dreimal ausgemessen, um spéter
[Q,q) berechnen zu konnen|
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4 Auswertung

4.1 Untersuchung der Filterkurve

Vor der eigentlichen Untersuchung der Filterkurve wird die Verstédrkung berechnet. Einge-
stellt war eine 10-fache Verstiarkung. Ohne den Selektivverstirker betrug die Spannung des
Synthesizers 0,6 mV, mit diesem 4,5mV. Das entspricht einer tatséchlichen Verstarkung
von 7,5.

Tabelle 1: Messdaten zur Bestimmung der Filterkurve.

v/kHz U, /mV

20 92,5
21 87,5
22 102,0
23 118,0
24 138.,0
25 162,0
26 194,0
27 234,0
28 291,0
29 320,0
30 440,0
31 625,0
31,5 750,0
32 870,0
32,25  918,0
32,5 948,0
33 937,0
33,25 9005
33,5 850,0
34 735.,0
34,5 625,0
35 532,0
36 398,0
37 310,0
38 247.,0
39 200,0
40 165,0

Um die Filterkurve charakterisieren zu kénnen, wurde aus den aufgenommenen Daten,

11



die in dargestellt sind, mithilfe von scipy ein Fit an die Lorentzkurve

flv) = =

(2 — 12+

berechnet.

Die resultierenden Fit-Parameter sind :

Vo = (32,793 + 0,061) kHz
a = (33153365 + 1869 152) kHz* mV
~v = (—5,806 + 0,188) kHz .

Durch Umstellen und Einsetzen ergibt sich weiterhin

v_ = 30,868 kHz
v, = 34,611kHz .

Der Fit-Parameter v, liefert direkt die Durchlassfrequenz v, = (32,793 4+ 0,061) kHz.

X Messwerte XX
—— Ausgleichskurve
800 A 1
= UA,max
V2
. 600
=
~
<
X
= 400 A
X
X
200 A X
X
X
T T T T T T T T T
20.0 22.5 25.0 27.5 30.0 32.5 35.0 37.5 40.0
v / kHz

Abbildung 4: Filterkurve.

Die Giite berechnet sich nach zu 8.7611 4+ 0.0164 .
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4.2 Theoretische Bestimmung der Suszeptibilitat

Aus den |[Hund’schen Regeln| gehen die Quantenzahlen, also Spin .S, Bahndrehimpuls L
und Gesamtdrehimpuls J, hervor. Aus diesen kann dann der jeweilige gy
und schliefllich die Suszeptibilitdt x, berechnet werden.

Beispielhaft wird das Molekiil Dy,O4 betrachtet. Dieses hat 9 4f-Elektronen [1]. Die
[Hund’schen Regeln| liefern dann:

L=|-3—2—1+40+1]=5

1 1
S=—-.7—2=.2=25
2 )

2
J:L—S:%:&&

Die Zahl der Momente pro Volumeneinheit beschreibt

L.
M

N=2-L.N,

mit Avogadrokonstante N 4, Dichte p und der molaren Masse M.

In sind alle zuvor genannten Werte aufgelistet.

Tabelle 2: Quantenzahlen, Landé-Faktor und stoffliche Eigenschaften der untersuchten
Seltenen Erden.

Stof S L J 97 pw/g/cm® M /g/mol N /1072®/m?

Dy,0, 25 5 75 1333 78]l 373 [2] 2,519
Nd,O, 1,5 6 45 0727 7,24 [l 336 [3] 2,595

Schlielich wird die Suszeptibilitit gemaf bestimmt. Die Ergebnisse finden
sich in [Tabelle 31

Tabelle 3: Theoretisch berechnete Suszeptibilitdten der untersuchten Seltenen Erden.

Stoft X1

Dy, 054 0,0254
Nd,Os 0,0030

4.3 Experimentelle Bestimmung der Suszeptibilitat

Da die verwendete Probe ein (nicht beliebig stopfbares) Pulver ist, ist ihre Dichte p,
geringer als die eines Einkristalls p,. Daher wird statt des gemessenen Querschnitts

13



derjenige Querschnitt @)..,, verwendet, den die Probe hétte, wenn sie aus einem Einkristall
bestiinde. Dieser kann mithilfe der Gleichung

M

P
Q.. = 7
real 1. ( )

berechnet werden. Dabei ist M|, die Masse und [ die Lénge der jeweiligen Probe.

I wurde durch durch dreimaliges Messen bestimmt, wie in zu sehen ist. Die
daraus bestimmten Q,.,, finden sich in

Tabelle 4: Gemessene Léingen der Proben.

Stoff [ /cm ly/cm I3 /cm 1/cm

Dy,0, 17,75 178 17,78 17,777+ 0,021
Nd,0, 17,9 17,9 17,85 17,883 40,024

Tabelle 5: ()., der untersuchten Seltenen Erden.

Stoff Qreal / sz

Dy,0; 0,1037 40,0001
Nd,O; 0,1111 + 0,0002

Tabelle 6: Widerstdnde und Spannungen mit und ohne Probe.

Stoff MessungNo.‘Ro/Q R, /Q AR/Q‘Uo/mV U, /mV AU /mV

Dy,0, 1 243 421 1,79 2,41 8,62 6,21
2 2,52 4,16 1,64 2,30 7,80 5,50
3 2,52 421 1,69 2,35 7,81 5,46
Nd, O, 1 2,56 2,68 0,12 2,25 2,31 0,06
2 2,58 2,68 0,10 2,39 2,39 0,00
3 2,52 2,67 0,14 2,39 2,41 0,02

Wie in beschrieben, kann mithilfe AR, der Widerstandssdifferenz des Po-
tentiometers mit und ohne Probe, die Suszeptibilitdt xp berechnet werden. Geméfl

kann die Suszeptibilitdt y, aber auch aus der Differenz der Spannung

gewonnen werden.

Beide Rechnungen wurden auf Basis der Daten aus durchgefiithrt und die
Ergebnisse in aufgetragen.
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Tabelle 7: Experimentell bestimmte Suszeptibilitdten im Vergleich mit den Theorie-
werten aus [Unterabschnitt 4.2

Stoff  xgp-10° xp- 100 xp-10°

Dy,0; 284410 425426 254
Nd,O; 3,1+05 0304028 3,0
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5 Diskussion

5.1 Abweichungen

Die relative Abweichung der Messwerte wird als
_ Xr/u —Xr
XT
angegeben. Daraus ergeben sich die Abweichungen, die in aufgelistet sind.

Ax

Tabelle 8: Abweichung der experimentell bestimmten Suszeptibilitdten von den Theo-
riewerten.

Stoff  Axp [%]  Axy [A]

Dy,0; —11,94  —67,25
Nd,O; —2,38 90,16

Die Abweichungen entsprechen in etwa dem, was mit Blick auf die Messwerte zu erwarten
war. Die Spannungsdifferenzen AU fielen beispielsweise in allen drei Messungen mit Nd,O4
sehr unterschiedlich aus und waren sehr klein gegeniiber ihrem Fehler. Entsprechend grof3
ist die Abweichung mit 90,16%.

5.2 Maogliche Fehlerquellen

Beim Einstellen des Abgleichwiderstands zeigte sich, dass das verwendete Spannungsmess-
gerat nicht hinreichend genau abgelesen werden konnte: Fiir einen gewissen Einstellbereich
war auf dem Messgerit keine Anderung zu erkennen. Es ist daher mit einer Abweichung

des Widerstands von circa +50 m€2 zu rechnen. Das entspricht rund 50% der in [Tabelle 6
gelisteten AR und kann zu entsprechend grofien Fehlern fiithren.

Der bestimmte reale Querschnitt @),.,; unterliegt einem systematischen Fehler, da die
Rohrchen nicht vollstandig gefiillt waren, aber die Linge des gesamten Testrohrchens
gemessen wurde. Daraus resultieren zu niedrige Werte.

Die [Filterkurvel fiel mit einer |Gute von 8.7611 + 0.0164| breit aus. Dadurch konnten
Storfrequenzen die gemessene Spannung stérker verfilschen.

Die Suszeptibilitit der Proben ist bekanntlich auch von deren Temperatur abhéngig.
Zwar wurde versucht, die Proben nicht durch ldngeren Hautkontakt zu erwérmen, aller-
dings variierte moglicherweise auch die Umgebungstemperatur nicht unerheblich, da ein
nahegelegenes Fenster geoffnet war.
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