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1 Zielsetzung

Im folgenden Versuch soll der Elastizitdtsmodul von Metallproben in Form von Stédben
mithilfe von elastischer Biegung bestimmt werden.

2 Theorie

2.1 Problemstellung

Die Kraft F, die auf eine Fliche wirkt, wird als Spannung bezeichnet. Man unterscheidet
zwischen der senkrecht wirkenden Komponente, der Normalspannung o, und der parallel
zur Flache wirkenden Komponente, der Tangential- oder Schubspannung. Die Normal-
spannung ist proportional zur Langendnderung AL und wird durch das Hookesche Gesetz
beschrieben:

AL

azE-T. (1)

Der Elastizitdtsmodul E stellt eine wichtige Materialkonstante eines Stoffes dar und ist
hier ein Proportionalitdatsfaktor. Diese Grofle kann mithilfe der Biegung eines Korpers
bestimmt werden, wobei die Durchbiegung durch eine Funktion D(z) beschrieben wird.
D(x) setzt sich aus der Auslenkung D,(x) bei einer sogenannten Nullmessung, einer
Messung ohne angehéngtes Gewicht, und einer Auslenkung D,;(x) bei einer Messung mit
angehdngtem Gewicht zusammen. Es gilt

D(z) = Dy(x) — Dy(z). (2)

Im Folgenden sollen zwei Moglichkeiten zur Berechnung der Biegung vorgestellt werden.

2.2 Durchbiegung eines homogenen Stabes bei einseitiger Einspannung

Die erste Moglichkeit besteht darin, einen Stab an einer Seite einzuspannen. Die Funktion
D(z) kann durch ein Drehmoment My berechnet werden, welches die anliegende Kraft F
erzeugt. Das Drehmoment bewirkt eine Anderung des Querschnitts des Stabes. Die oberen
Schichten werden gedehnt und die unteren gestaucht. Dazwischen liegt die neutrale Faser,
eine Fléche, die ihre urspriingliche Lange beibehélt. Im Inneren treten Normalspannungen
auf, die ein inneres Drehmoment M erzeugen. Der Stab wird soweit gebogen, bis das
duflere und innere Drehmoment gleich sind:

M, = M (3)



und
My = F(L —z). (5)

Die Variable x stellt eine beliebige Stelle auf dem Stab dar, @ ist der Querschnitt des
Stabes und y beschreibt den Abstand zwischen Flachenelement dg und der neutralen

Faser. Fir D(x) ergibt sich
F 2 5[73
D) = — (L2 — % 6
)= 3m ( ! 3) ©)

fir 0 < x < L. Die Variable I stellt das Flachentriagheitsmoment dar. Dieses wird durch
Izéf@@> (7)

beschrieben.
Speziell ist fiir Stdbe mit rechteckigem Querschnitt

1
I =—ab 8
(s 12a ? ( )
wobei a die horizontale und b die vertikale Kantenldnge ist, und fiir Stdbe mit kreisférmi-
gem Querschnitt mit Durchmesser d beziegungsweise Radius R = g 13]

I, = —d*=IR*.
k 64d 4R (9)

2.3 Durchbiegung eines homogenen Stabes bei beidseitiger Einspannung

Die zweite Moglichkeit besteht darin, den Stab an beiden Enden einzuspannen und die
Kraft in der Mitte des Stabes angreifen zu lassen. Fiir das duflere Drehmoment My, ergibt
sich

My = 5% (10)
fiir 0 <2 < £ und
My = 2(L—2) (11)
flr é <z < L. Fir D(z) ergibt sich
D(x) = i(?,L%; — 423) (12)
48FT
firo <z < % und
D(z) = %%(4;;;3 _12L2% + L% — L) (13)

fﬁrégng.



Der Elastizitdtsmodul kann durch Umformen der Gleichungen @, oder fiir den
jeweiligen Fall berechnet werden.

Die zuvor genannte Formel fiir das Flachentriagheitsmoment I ist auch hier giiltig.



3 Durchfiihrung

3.1 Messung des Bauteile
Zu Beginn des Versuchs werden ein runder und ein eckiger Stab ausgemessen. Es werden

die Lénge, der Durchmesser und die Seitenldngen der Stédbe jeweils fiinfmal mit einer
Schieblehre beziehungsweise einem Mafiband gemessen.

3.2 Schematischer Aufbau

verschiebbare MefRuhren ””””"C
L L I I

Langenskala

o | 1 o ||

Abbildung 1: Schematischer Aufbau der Messsapparatur. [1]

Dargestellt ist der schematische Aufbau der benutzten Messapparatur. Diese rigide
Konstruktion besitzt zwei Auflagepunkte A und B, wobei B nur fiir die beidseitige
Einspannung benutzt wird, und einer zum Fixieren benutzten Schraube C. Abhéngig
von der Form des zu vermessenden Stabes kénnen verschiedene Platten in A eingelegt
werden. Zwei verschiebbare Messuhren sind auf einer Langenskala angebracht, die die
Distanz von A nach B in Millimetern angibt. Die Messuhren verfiigen beide iiber eine
Mikrometer-Skala.

3.3 Einseitige Einspannung

Zuerst wird der runde Stab wie in [Abbildung 1| gezeigt in die Messapparatur eingespannt.
Eine der verschiebbaren Messuhren wird an den Anfang der Messskala geschoben, wahrend



die andere nicht verwendet wird. Anschliefend wird ein Gewicht gewéhlt, sodass die
maximale Auslenkung des Stabes zwischen 3 mm und 7mm liegt. Das Gewicht wird mit
einer elektronischen Waage fiinfmal gemessen. Um nun die Durchbiegung des Stabes zu
messen, wird die Messuhr die Skala entlang geschoben und in regelméfiigen Absténden
wird zuerst die Auslenkung D, (z) des runden Stabes ohne angehéngtes Gewicht und
dann mit angehdngtem Gewicht D), abgelesen. Es werden 20 Messungen durchgefiihrt.

Die Messung fiir den eckigen Stab erfolgt analog.

3.4 Beidseitige Einspannung

Diese Messung wird nur fiir den runden Stab durchgefiithrt. Der Stab wird in der Mess-
apparatur an den Enden an den Punkten A und B (siehe befestigt. Es
wird ein Gewicht bestimmt, mit dem die maximale Auslenkung des Stabes zwischen
3mm und 7mm liegt und mit einer elektronischen Waage flinfmal ausgemessen. Eine
Messuhr wird an den Anfang der Messskala geschoben, die andere an das Ende. Um
die Durchbiegung zu messen, wird die Messuhr die Skala entlang geschoben und in
regelméfigen Abstidnden werden im Wechsel eine Nullmessung und eine Messung mit
angehdngtem Gewicht durchgefiihrt. Es werden 16 Messungen durchgefiihrt.



4 Auswertung

4.1 Bestimmung der Abmessungen der Stabe

Durch finfmaliges Messen werden Linge und Durchmesser beziehungsweise Kantenlédngen

der Stdbe bestimmt.

Tabelle 1: Wiederholte Messung der Abmessungen der Stiabe

Lrund / cm Leckig / cm drund / mm aeckig / mm beckig / mm

60,05
61,00
60,00
60,00
60,00

60,30
60,30
60,30
60,30
60,34

10,00

9,95
10,00
10,00
10,00

12,00
12,00
11,95
12,00
12,00

10,00
9,95
9,90
9,95

10,00

Die gemittelten Werte sind dann

4.2 Rechteckiger Stab, einseitig eingespannt

rund
ecklg
Trund =
ecklg

ecklg

60,2 + 0,4) cm

60,308 + 0,016) cm

11,990 + 0,020) mm
9,96 + 0,04) mm .

= (
= (
= (9,990  0,020) mm
= (
= (

Zunachst wurde eine Masse entsprechend der gewiinschten Durchbiegung gewéhlt und
fiinfmal gewogen. Es ergab sich eine mittlere Masse von (1006,100 + 0,405) g.

Tabelle 2: Wiederholte Messung des benutzten Gewichts.

m/g

1005.,9
1006,9
1005.,8
1005,9
1006,0

In |Tabelle 3|sind die Durchbiegung ohne Last (D)), unter Last (D)) und die tatséchliche

Durchbiegung (D) mit der Position der Messuhr (z) aufgelistet.



Tabelle 3: Durchbiegung des rechteckigen Stabes nach z-Abstand.

z/cm Dy/pm Dy /pm D /um

2,7 1345 133,0 15
5,0 135,0 135,0 0,0
75 135,0 134,5 0,5
10,0 1330 132,0 1,0
12,5 1315 1275 4,0
150 1275 118,0 9,5
175 1195 114,0 5,5
20,0  110,5 109,0 15
225 1095 72,0 37,5
25,0 107, 28,0 79,5
27,5 99,0 19,5 1185
30,0 67,0 —68,0  135,0
32,5 36,0 ~119,0  155,0
35,0 6,0 ~169,0  175,0
375  —255  —2220 1965
40,0  —56,5  —276,5  220,0
425 —91,0  —330,5 2395
45,0 —1225 —386,0 2635
475  —155,0 —440,5 2855

49,4 —182,0 —479,0 297,0




Es wurde D(z) gegen den Linearisierungsterm La? — 2 aufgetragen (siehe [Abbildung 2
und mithilfe von NumPy eine Regressionsgerade D(z) = k; - © + ¢; berechnet. Deren
Parameter sind:

k; = (0,00309 + 0,00011) m~2
¢, = (—0,020 + 0,006) mm .

Das Flichentrigheitsmoment I lisst sich durch mit den Abmessungen aus
[Unterabschnitt 4.1)zu I = (1,431 & 0,009) - 10~ m* bestimmen.

Die Gewichtskraft Fi; = g - m ist durch die Erdbeschleunigung und die zuvor bestimmte
Masse gegeben.

SchlieBlich ist P
G 4 N
= ——=(4,654+0,17) - 10°* —
der gesuchte Elastizitdtsmodul.

Die Messunsicherheit des Elastizitdtsmoduls ldsst sich gemafi der Gaufischen Fehlerfort-
pflanzung nach

oF
AE =—-Am
om
berechnen.
0304 X  Messwerte > %
Regression 3¢
0.25 %
),

0.20 4 X
g X
=015 X
~ X
Q X

0.10 4

X
0.05
X
J XX X
0.00 D0, 92 X
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2T sy
Lz 3 /10° mm

Abbildung 2: Durchbiegung eines einseitig eingespannten eckigen Stabes, aufgetragen
gegen einen Linearisierungsterm.
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4.3 Runder Stab, einseitig eingespannt

Zunéchst wurde wieder eine Masse gewéahlt und fiinfmal gewogen, wobei sich im Mittel
eine Masse von (352,42 4+ 0,12) g ergab.

Tabelle 4: Wiederholte Messung des benutzten Gewichts.

m/g
352,2
352.5
352.4
352,5
352.5

In [Tabelle 5[sind die Durchbiegung ohne Last (D)), unter Last (D,;) und die tatséchliche
Durchbiegung (D) mit der Position der Messuhr (z) aufgelistet.

Tabelle 5: Durchbiegung des runden Stabes nach z-Abstand.

z/cm Dy/um Dy /pm D /um

2,7 107,0 105,5 15
5,0 105,5 106,5 ~1,0
75 107,5 107,5 0,0

10,0 1070 107,0 0,0

12,5 1075 104,0 3,5

150  106,0 96,0 10,0
17,5 1050 82,0 23,0
20,0 99,0 67,0 32,0
22,5 90,5 52,5 38,0
25,0 84,0 36,5 47,5
27,5 75,5 20,0 55,5
30,0 69,0 2,5 66,5
32,5 60,5 —15,0 75,5
35,0 53,0 —40,0 93,0
37,5 43,0 —52,0 95,0
40,0 33,0 72,0  105,0
42,5 27,0 88,0  115,0
45,0 14,0 ~112,0  126,0
47,5 4,0 —~131,0  135,0
49.4 2,0 —155,0 1570

Es wurde D(z) gegen den Linearisierungsterm La? — %3 aufgetragen (siehe [Abbildung 3
und mithilfe von NumPy eine Regressionsgerade D(z) = ky - « + ¢, berechnet. Deren
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Parameter sind:

ky = (0,001 454 + 0,000 030) m 2
¢y = (—0,0027 + 0,0016) mm .

Das Fliachentrigheitsmoment I lisst sich diesmal durch mit den Abmessungen
aus [Unterabschnitt 4.1] bestimmen.

SchlieBlich ist

Fg N
= —— = (1,013 4 0,022) - 10° —

der gesuchte Elastizitdtsmodul.

0.16 4 X
X Messwerte

0.14 7 Regression <

0.12 4
0.10 A

0.08
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Abbildung 3: Durchbiegung eines einseitig eingespannten runden Stabes, aufgetragen
gegen einen Linearisierungsterm.

4.4 Runder Stab, beidseitig eingespannt

Es wurde eine geeignete Masse gewahlt und fiinfmal gewogen, wobei sich eine mittlere
Masse von (1005,980 4+ 0,074) g ergab.

In [Tabelle 7|sind die Durchbiegung ohne Last (D)), unter Last (D,;) und die tatséchliche
Durchbiegung (D) mit der Position der Messuhr (z) aufgelistet.
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Tabelle 6: Wiederholte Messung des benutzten Gewichts.

m/g
1005,9
1005.,9
1006,0
1006,0
1006,1

Tabelle 7: Durchbiegung des runden Stabes nach x-Abstand.

T /cm Do/Lllfn DM/llm D /pm

2,7 17,0 17,0 0,0
6,0 17,0 17,0 0,0
9,0 17,0 17,0 0,0
12,0 18,0 17,5 0,5
15,0 17,0 17,0 0,0
18,0 16,0 16,0 0,0
21,0 17,0 16,0 1,0
24,0 16,0 13,0 3,0
27,0 16,0 12,0 4,0
30,0 15,5 12,5 3,0
33,0 17,0 14,0 3,0
36,0 17,5 16,0 15
39,0 17,5 17,0 0,5
42,0 17,5 17,0 0,5
45,0 17,0 17,0 0,0
49,4 17,0 17,0 0,0
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Fiir die rechte Seite (z < £) wurde D(x) gegen den Linearisierungsterm 3L%r — 423

aufgetragen (siehe [Abbildung 4)), fiir die linke gegen 42> — 12Lx? + 9L%x — L3 (siche
Abbildung 5). Mithilfe von NumPy kann dann jeweils eine Regressionsgerade D(x) =
ks 4 - @+ c3 4 berechnet werden. Deren Parameter sind

ks = (1,140,5)- 105 m 2
C3 = (_078 + 078> pm

fir die rechte und

ky, = (3,34 1,0)- 105 m ™2
¢, =(—4,6 £1,9) pm

fur die linke Seite.

Das Flachentragheitsmoment I wird aus [Unterabschnitt 4.3| ibernommen.

SchlieBlich sind

Fg N
rechts — 57 1 470i270 107—
ht; 2k31 ( ) me
Fg N
ks = 5= = (1,3£0,4) - 107
links 2]€4I ( + ) mm2
E=(264+1,0)-107 L (arithmetisches Mittel)
mm?

die gesuchten Elastizitdtsmoduln.
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Abbildung 4: Durchbiegung eines beidseitig eingespannten runden Stabes, aufgetragen
gegen einen Linearisierungsterm: rechte Seite.

00049 % Messwerte x
Regression
0.003 XX
= 0.002 A
Z X
_ 0.001
X X
0.000 4 X X
—0.001 A
T T T T T T
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49® —12L2% + 9L%x — L3 / 10° mm?

Abbildung 5: Durchbiegung eines beidseitig eingespannten runden Stabes, aufgetragen
gegen einen Linearisierungsterm: linke Seite.
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5 Diskussion

Im Folgenden sollen die Ergebnisse der Messung diskutiert werden.

5.1 Vergleich mit Literaturwerten

Der bei der Messung eines [einseitig eingespannten rechteckigen Stabes| berechnete Elas-
tizitdtsmodul ist mit (46,5 4 1,7) GPa eher klein und liefle sich nur durch Metalle wie
Magnesium oder Zinn ([2]) erkliren. Gleichzeitig zeugen die geringe Messunsicherheit
und die Regressionsgerade davon, dass die Werte in sich konsistent sind. Es konnte sich
jedoch um einen systematischen Fehler handeln.

Der Elastizitatsmodul des [einseitig eingespannten runden Stabes| passt dagegen mit
(101,3 + 2,2) GPa gut zu Literaturwerten fiir Gusseisen, Messing oder Kupfer ([2]). Hier
fallt die Messunsicherheit relativ betrachtet noch geringer aus.

Nicht mit Literaturwerten oder den Ergebnissen fiir einseitige Einspannung vereinbar
ist hingegen der fiir |beidseitige Einspannung| bestimmte Elastizitdtsmodul des runden
Stabes von (26 000 4 10 000) GPa, welcher mehrere Grofienordnungen iiber dem zuvor
bestimmten Wert liegt. Es ist nicht klar, ob dies den sehr kleinen Durchbiegungen
geschuldet ist, die zu niedriger Prézision fithren, oder ein Fehler in der Auswertung
der Daten unterlaufen ist. Auffillig war jedoch, dass die Streuung der Messwerte in
den Abbildungen |4 und |5 so hoch war, dass kein guter Fit bestimmt werden konnte.
Wiirden beispielsweise die Werte in der linken Halfte der Plots verworfen, ergédbe sich
jeweils eine steilere Regressionsgerade und somit ein kleinerer und letztlich realistischerer
Elastizitatsmodul.

5.2 Maogliche Griinde fiir Abweichungen

Ein wesentlicher Grund fiir Unregelméfigkeiten sind vermutlich Ungenauigkeiten der
Messuhren beziehungsweise der gesamten Konstruktion. Die Befestigung der Messuhren
an der Schiene, auf der sie entlang geschoben wurden, erlaubte beispielsweise eine Neigung
und daraus resultierend eine Abweichung von mehreren Millimetern. Es wurde versucht,
diese stets zu eliminieren, jedoch lésst sich schwer abschitzen, ob dies gegliickt ist.

Insbesondere bei der Messung des Stabes mit kreisférmigem Querschnitt war eine Biegung
senkrecht zur Messrichtung erkennbar, welche dazu fithrte, dass die Rolle der Messuhr
nicht immer den hoéchsten Punkt des Stabes traf. Dies konnte zu gravierenden Mess-
fehlern gefiihrt haben, da diese in etwa die gleiche Groéflenordnung wie die erzielten
Durchbiegungen hatten.

Das Ablesen der Messuhren wurde dadurch erschwert, dass die Skalen teils Werte unter
Null anzeigten, und dass der kleine Millimeter-Zeiger eine Verschiebung aufwies.

16



Vor allem bei der beidseitigen Einspannungen war zudem der Unterschied der Durchbie-
gung mit und ohne Gewicht zwischen zwei Messpunkten sehr gering, beziehungsweise
kaum auf der Messuhr zu erkennen, obwohl das gréfite zur Verfiigung stehende Gewicht
von etwas 1kg gewahlt wurde, was zu falschlicherweise konstanten Abschnitten in der
Messreihe fiihrte.

Ebenfalls bei der Messung des beidseitig eingespannten Stabes kénnen dadurch Abwei-
chungen entstanden sein, dass die Kraft nicht bei jeder Messung an derselben Stelle
angegriffen hat, aufgrund des hédufigen Wechsels zwischen Nullmessung und Messung
mit Gewicht. Die Schwierigkeit bestand auch darin, das Gewicht genau in die Mitte
des Stabes zu hingen, da dessen Auflagepunkte beziehungsweise Enden aufgrund der
Messapparatur nicht zu sehen waren. Auch bei der Messung des einseitig eingespannten
Stabes konnen aus diesem Grund Abweichungen entstanden sein.

Aus diesen Griinden miisste die Messung gegebenenfalls mit anderen Gerdten wiederholt
werden.
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